4‘_L¥Cé€ de Kerichen MP — Physique-chimie. Devoir surveillé

BREST

DS n7-2 bis : corrigé
Mécanique : conséquence de I'effet de Marée
sur la distance Terre-Lune

Extrait du concours commun polytechnique MP 2003 (physique1, partie B) COHCRURE CRAHUNS POLTTECHNIRUES
|. Etude de l'effet de marée
1. Quel est le mouvement du référenti&! dans le référentiel de Copernic ?

Si I'on néglige la présence de la Lurfe, est animé d’'un mouvement de translation quasuleine.
En toute rigueurR, n’est pas galiléen.

2. Expression de la quantité d’accélération dRns

La résultante des forces a pour expressionE =F +mG (P)+ mG( B+ mG( P. R, étant

animé d’un mouvement de translation par rappoR Ail n'apparait pas de force de Coriolis : les
forces d'inertie dansk; se limitent a la seule force d’entrainement. Latien fondamentale de la

dynamique dan®, s'écritdonc :ma(P),, =mG( B+ mG( P+ mg P m@)T,

3.a) Exprimera (T),, . Pour chaque particul, nous avons F, =m G (A)+ m G( A+ m G( A.
Soit E =m G (A)+ m(G()+( T g 9+ o & J( TE oy}
La Terre étant présumée de symétrie sphériqus, aeans - m G ( A) =0. Il reste donc :
YF=X(m(q )+q(n) (G I+ TATorl G+ i & (T TA orpaf

=(Xm)(G(M+G(M)+ X (mTAToa( & F+ & )

Etant donné la relatio} (m TA) =0, lopérateur’ (m TACgrad) est identiquement nul et 'on en
déduit: Y F =m (G (T)+ G(T)). Finalement donc :

a(T), =G (T)+G(7

3.b) Montrer que I'on peut écrirem a( P, = mG( B+ m¢( P+ m& ¥
Partant de la relatonma(P),, =mG( B+ mG( P+ md P m@)T, démontrée a la
question 2, nous en déduisonsta(P),, = mG( A+ mg( P+ md P M & )F &)
soit: ma(P),, =mG(H+ f & - & N+ & P &)

En posantC, (P)=G_(P)- G (T) et Cs(P) = Gs( P)- G¢( T), nous obtenons la relation attendue :

ma(P,, =mG( B+ mg( P+ m& ¥
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4. Evaluer les champs de ma@g(P,) et C,(P,) en considérant quB, < D,.

Nous avonsG, (T) = C;mz e, G,(R)= (DG—mRT)e‘ etG,(R)= (DG+—m|/;T)2§
” )
N
RT DA

Nous en déduisons :

O e e L e

DA—RT) D’ D, D,

- = Gm,  Gm |—_ C lem—_ 26
G (m)= ()G oo S0 e o0 7| o) B2 00 R

Applications numériquesZGD%R =1,10x 10° ni1§ etZGDL3R =0,50x 10° ni1&

L S

Le champ de marée di au Soleil est deux fois plildef que le champ de marée di a la Lune.

lI- Trajectoire de la Lune
1.a) Montrer quf(T, L) se conserve.

Le systeme {Terre, Lune} est considéré comme uiesys isolé. Le théoreme du moment cinétique
exprimé dans le référentiel barycentrique s’éaiid:

dr
dt

“=(T,L)=M"=0  ouencore L (T,L)=C®, CQFD

1.b) Montrer queQ; et Q, sont invariants.
Considérons par exemple I'action de la Lune surdee. La Lune étant de symétrie sphérique, son
champ de gravitation est un champ central Newtoitientique au champ que créerait une mamsse
placée en L. Considérons une méme massen deux pointsl, et T, de la Terre symétriques par

rapport au pIar(L, GT) et exprimons les moments &ncentre de la Terre, des forces centrales de

gravitationdF, = ?I\I/I_,OE dmT, L etdF, = ?'\f_g dmT, L exercées par la Lune :
1 2
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GM

My (T )TTDTL ; dmT
1

vl (1) = 7T, D28 TE dm
2

Avec HT, =—HT, etT,L=T,L, nous en déduisons quidl, (T,)=-dM; (T,)

Cette propriété, étendue a I'ensemble des couplqamiﬂ\ts{Tl,Tz} implique que le moment résultant
enT des forces exercées par la Lune sur la Terreugst n

v (T,)

Par application a la Terre du théoréme du momentigireé barycentrique (em) dans le référentiel
galiléenR", nous en déduisons que, (T),. =C*. Il nous reste & appliquer le théoréme de Konig

a la Terre pour exprimer la relation enteg(T), .. et L; (T)

IR IRy *

LM =b (T, +TTOM ¥ = &( T

Ainsi, avons-nous démontré que le moment cinétideda Terre au centre de la Terre, dans le
référentiel R; est constant. Il en est de méme du moment cinetigua Lune au centre de la Lune,

dans le référentieR, : L; (T ) =C® etl, (L), —Cte

Des relations de définitiorITT(T)/RT =J;Q; et LT(L)/R =J, Q, nous déduisons que les vitesses

angulaires de rotation de la Terre sur elle-ménuzda Lune sur elle-méme sont conservatives :
Q,=C® et Q, =C®.
2.a) Montrer quelg (T) :E(T)/m +CTO M ¥,

D'aprés la relation des moments daRs : Q(T):Q(T)/R* =L (T),, +CTO M V- . Nous

avons déja montré a la question précédente ﬁ(él’)mq =L (T) . et nous obtenons donc la

IR
relation demandée :

*

Le(T)= L?(T)/Rr +CTOM ¥y

*

2.b) Donner la relation analogue pay (L) : L. (L) =L (L),, +CLOM V-
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2.c) En déduire quE(T, L) peut se mettre sous IaforriT*e(T, L) :g+L—T(T)/ +1 (L)

Ry IR,

Appliquons les résultats démontrés a la questiéngutente :

L (T, L) =L (T)+ (1) =L (T),, +CTOM Ve + L( D + ClO M e
En posantL,, =CT O M - + CLO m y,,-, moment cinétique orbital barycentrique du systéme

Terre-Lune, nous obtenons la relation attendlig(T, L) = L, + L (T) . + L, (L)

IRy IR,

3.a) Calculer les vecteuBL et CT et en déduire les vitesses, .- €tV -

Par définition du centre de masse, nous awgn€L+ m CT=0, d’ol I'on déduit :

CT=-—"" _TL et CL=— " TL
my +m my +m
Nousavonsdonc:vT,R*:dCL: m_dTL__m dCM__ m Vir 1 = Vot 1
dd m+m dt m+ m dt M+ m m
Ame - o = m o= __ MK
Et de meme : VT/R* - WVM IR~ - HVM IR

3.b) Ecrire la relation fondamentale de la dynamidansR’

. dv, - S dv. .
Pour la Lune : —GmgmrTL:rrL Wir :—GmmCM:ﬂl%

TL dt cm?®
. dv. . — dv, .
Pour la Terre : _,__G”Ls”-} TL=m Vw _, G 3m CM= —u—w (R
TL dt CM dt

Dans les deux cas, cela revient & écrire que la ffigtive obéit dans®” a la seconde loi de Newton,
soumise a la force exercée par la Terre sur la.Lune

4.a) En exprimant.,,, , montrer que le mouvement de la particule ficégeplan

= CTOm Ve + L0 M ¥, =~ —™ M Wy )L M
Loy =CT OV + CLO M e = 2 v uM,R)+mr+ ; CMO(+1 W, )

=CM Opvy o

L’;rb étant une constante du mouvement toujours orttadga@nla trajectoire, nous en déduisons que la

trajectoire de la particule fictive est plane.

4.b) Approximationm, > m .
Le point C est alors confondu avec le cenfrede la Terre eM avec le centrd de la Lune Le
référentiel R~ est alors confondu avec le référentiel terre®ye

5.a) Etablir 'équation de la trajectoire.

1 o o L .
Posonsu ==. La constance du moment cinétique s’é&it — = rzﬁ , Soit : @ :E =Cu?

r m dt dt r?
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E = Cuzﬂ = Cuzi(lJ = — C%
dt doe do\ u ®d
Nous avons donc<

dt? de? dt do?

. e : d?r ? d®u
Exprimons I'accélération centrale en fonctionudea, apro r(—j =-C?u*— -C?®

2
Et appliquons le principe fondamental de la dynamig-Gm m ¢ =- m G ﬁ%— m € ¢

Nous obtenons ainsi I'équation différentielle auelte satisfait la fonctiom(6) :

d’u, _Gm _ Gmy np’

de? C? L?
Posons le second membre constant égbl @ Nous avons affaire a une équation différentidlie
second ordre avec second membre.

e : o1 _Gmm? N X
Nous identifions une solution particuliéue= — :% de I'équation compleéte.
Y

La solution générale de I'équation sans second memsiécrit u=Kcos(6-6,) ou K et 8, sont
deux constantes réelles quelconques.

. - . . R 1 1 .
La solution générale de I'équation complete estcdde la forme u=—=—+ Kcos(e—eo) ou

r-p
encore, en faisant le choix particulier d'un axéape dirigé vers le périgée de l'orbite :
r=— P
l+ecod

La trajectoire est elliptiquep est leparametrede I'orbite.E est I'excentricité. Le moment cinétique

massique a alors pour expressiGrl?I;L—: =,/Gm p

5.b) Déterminep ete.

Le périgée et, respectivement, 'apogée ont popressionr, :1Tp et, respectivement, :1L.
e -e
_ r,—r 2r.r
Nous en déduisonse=2—F et p=—22
ra+r, ra+r,

Applications numériquese=0,0547 et p=382,9%x 16 kn

5.c) Montrer que la trajectoire de la Lune peug-@ssimilée a un cercle.

Effectivement, I'excentricité est peu importantel’en peut avec une approximation raisonnable
considérer que la Lune a une trajectoire circuldegayonD, = p. Il ne faudra cependant pas faire

de calcul de distance a mieux que 10% pres.

Le moment cinétique a alors pour expresdiocnm \/Gm O = mw, D? et nous en déduisons :
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w = Gmar et v . =wDbD = Cmy
DL DL

Applications numériquesw, =2,65x10° radls et v, =1,02 kms*

6.a) Evaluer et comparer les différents momentsticjnes.

L,, =D m v =2,87x16* kgImMOs

Lr (T),, :Emr R%Q,=0,708x 16* kgImMOs'=

|'orb

Nl

orb

L (L), =§mL R’Q, =2,39x10° kgInfOs'= 0,8 I0L,

Le moment cinétique de rotation propre de la Testedu méme ordre de grandeur que le moment

cinétique orbital. Par contre, le moment cinétigigerotation propre de la Lune est d’'un ordre de
grandeur trés inférieur.

6.b) Expression simplifiee du moment cinétique yktéame Terre-Lune.
I-*orb = DLmLVLé = m4 Gm D ﬁ? et E(T)/& - ‘JTQTEZ

Nous avons montré qué (T, L) :g+ﬁ(T)% +1L (L), = Lt L (7).

Etdonc:L (T, L)=(mGm Q + 3Q;) ¢ CQFD

l1l- Eloignement de la Lune
1. Masse des bourrelets d’eau.

m, :(gnabz —gnR?’Jp .Avechb=R. eta=R- + h, cela donne m, :gner p

Application numérique m, =8,50x 16° k¢

2. Exprimer le moment des forces exercées parme Isur I'ensemble {Terre+bourellets}

Il suffit pour cela de reporter les expressiongdéinées dans la premiere partie.

. [ 1 — S
M1:TP1DF1:§”BTF1DQ( FI):E rpTED( g’( 9_ Q( )l)

=

M, =TP,0F=2mTROG( R)=2 m e & §- )

N

— e 1l — — -
M =M+ M, =-mTRO(G ( B)-G( B))

3.a) Déterminerd%

Projetons sue, : M, _dL_d(3Qq) _ dO; _ _ Asin(Z)

dt dt Todt D?
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dQ; __ Asin(2r)__ 3Gm,m (R h’sin(2n)

MP-Physique-chimie

Finalement —T 3
dt 3D 2

J. D}

Application numérique déth =-4,64x 10% rads

3.b) Variation de la durée du jour terrestre

dr_df2m)__ 2mdo
dt  dt{ Q; Q7 dt

Application numérique%:5,48x 10 §1s'= 1,78 10 3 af

Devoir surveillé n7 -2 bis

Cette valeur est effectivement du méme ordre dendgnar que la valeur observée de

1,65% 10° $laft.

3.c) Variation de la distance Terre-Lune

Le  moment cinétique L (T, L)z(nl‘/Gncll D + 4QT) e

mGm Q + 3Q; = C.

d(mJGm D+ 30;)

Dérivons cette expression- p

2o

Nous en déduisons(:]Ii = —f /mr D E 42,
dt 5V G m dt

Application numérique dg)tL =1,204x 10° ms'= 3,8 cfM an. Le modéle, bien que sommaire,

permet d’approcher la réalité a 10% pres.
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constant, donc

dQ;
dt

=0
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